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摘　要:　地理坐标与球面三角网格快速转换 、剖分模型的等面积和等形状性质对于全球网格 (globalgrid)应用于

空间信息管理具有同等重要性。在等弧长比投影族球面正二十面体投影基础上设计了球面三角四叉树剖分模型

(EARPIH) 。该剖分模型支持 2种构建方式, 包括投影平面均匀三角网格法以及直接球面剖分法。坐标转换简化

为投影点与投影平面均匀三角网格之间的空间关系。通过弦长分布 、紧凑度 、面积等指数, 将该模型与 SQT, QTM,

ISEA等已知球面剖分模型进行了面积和形状特性方面的比较分析。
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1　引　言

全球网格模型在全球空间数据库 、全球性问题

研究和基于空间信息集成等方面具有潜在的应用价

值, 国内外学者对之开展了大量工作 。全球网格构

建主要采用下面 3种方式 (Whiteetal., 1992, 1998,

1999;Sahretal., 2003):第 1种方式是在球面柏拉

图立体上直接剖分球面, 如 Sadourny等 ( 1968)的剖

分模型以及 LianSong等 ( 2000)所提出的小圆弧剖分

模型等;第 2种是循环剖分柏拉图立体的弦, 然后映

射到球面, 如 Dutton( 2000, 1996, 1998)所提出的

QTM模型等;第 3种均匀剖分展开在柏拉图立体各

面的地图投影, 如 Snyder( 1989) 多面体投影族 、

Fekete( 1990a, b)提出的 SQT模型 (该模型实质上是

一种 Gnomonic投 影 剖 分 ( Snyder＆ Voxland,

1989) ) 、Fuller-Gray投影 (Gray, 1995, 1994)等, 然

后反投影到球面。 3种方法各有优缺点。其中

Sadourny及 Dutton的 QTM模型顶点在球面上的分布

具有确切的映射位置, 但边界模糊,缺乏明确的数学

定义,直接影响模型的实际应用 。Dutton利用 ZOT投

影将正八面体投影到平面上, 转换为由平面直角三

角组成的正方形网格, 通过递归求解找到经纬度所

对应的三角格子, 坐标转换相对容易;而 GoodChild

等 ( 1992)以及 Otoo等 ( 1993)基于一定的数学假设

推导出 QTM扩展投影方程, 将经纬度坐标快速转换

到平面上, 坐标计算简单快速 。LianSong所设计的

模型通过调整小圆弧空间关系构建等面积三角剖分,

计算方式复杂, 坐标转换困难, 计算量大。第 3种剖

分方式直接剖分投影三角面, 单点坐标转换方便, 但

剖分几何意义不明确, 有的能保证等面积特性, 但等

角变异大, 如基于 Snyder等面积投影的 ISEA剖分模

型边界扭曲严重, 投影计算复杂, 投影和逆投影转换

没有显式求解方法;有的能保证等角形变, 如

Gnomonic投影 (即 SQT剖分模型 ) , 但面积变异太

大;Fuller-Gray投影能保证等角和等面积特性相对

均衡, 但坐标计算较复杂 (投影坐标反算到经纬度

坐标无显式解, 需要通过数字逼近方法计算得到 )。

Goodchild, White和 Clarke等 ( 1995)分别对全球网

格剖分模型的设计和选择标准进行了研究, 指出全

球网格模型评价和设计原则是一个多要素相互独立

的多指标体系, 目前已知剖分模型中不存在一种所

有评价指标最好的模型, 每个模型或者一些指标性

能很好, 但另外一些指标相对较差 。

根据空间信息表达 、组织和管理的应用特点, 本

文选择剖分等形状 、等面积 、坐标转换计算简单快速
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作为全球格网主要评价指标。按该三指标体系, 已

有的剖分模型的指标性能不均衡, 如 Fuller-Gray和

ISEA剖分相对等形状和等面积, 但坐标转换繁琐,

而且 ISEA边界扭曲严重;QTM坐标转换相对容易,

但形状和面积的分布存在较大差异。本文设计了等

角比例投影, 该投影可支持包括正八面体, 正二十

面体等多种柏拉图立体, 球面特征曲线 (纬度圈, 大

圆弧等 )上的均匀剖分点均匀地投影到投影面中。该

投影的数学几何模型简单, 逆计算方便。按照该投

影性质, 然后基于正二十面体构建了 EARPIH剖分

模型 。该模型几何意义明确, 较好地满足了近似规

则 、等边 、等面积的要求;剖分边界相对平滑, 扭曲不

明显;同时球面点与格网的关系转换为投影与投影

三角格网间的线性关系。与其他剖分模型相比, 三

指标相对均衡, 是一种比较理想的剖分模型。

2　等角比例投影族简介

基于全球剖分三指标原则, 提出了面向球面三

角形的等角比例投影族, 该投影族支持基于柏拉图

立体 (PlatoPolyhedron)或者其他形式的球面三角

剖分 (袁文等, 2004, 2005) 。

2.1　等角比例投影族数学模型

等角比例投影族设计思想包括两步:首先确定

球面三角 ABC2个主方向的球面弧线族;然后根据

球面点 P在该两方向上的弧线长度 (或角度 )与球

面弧线总长度之比例投影到平面任意三角 A′B′C′。

袁文等探讨了 2种球面三角剖分形式 (图 1) , 数学

基本形式如下 (袁文等, 2004, 2005):

图 1　等角比例投影透视图

(a)同轴面示例, O与 O′重合, 三弧边以及特征弧段 MPN为大圆弧;

(b)平行面示例。弧段 BO′M或者为大圆弧或者小圆弧

Fig.1　PerspectiveofEARP

(a)istheaxiscase, whichOoverlapsO′, andthethreearcsandfeaturearcMPNareallgreatcircles;

(b)istheparallelcase, arcBO′Mcanbeeitheragreatcircleorasmallcircle

M′=B′+α(A′-B′) ( 1)

N′=C′+α(A′-C′) ( 2)

P′=B′+α(A′-B′) -β(1-α) ( B′-C′)

( 3)

式中 M′, N′, P′分别为 M, N, P的投影, α等于弧

MP与弧 MN之比以及 β等于弧 MP与弧 MN之比 。

投影三角平面确定后, 即点 A′、B′以及 C′的值已

知, α与 β的值取决于球面三角实际情况 。

2.2　球面正二十面体投影方程

主要考虑球面正二十面体的同轴面模型, 3个

弧边以及特征弧段为大圆弧 (图 1(a) )。本文选择

了如表 1所示的球面正二十面体, 其中 2个顶点分

别与极点重合, 2个顶点在本初子午线上, 剩余的

8个顶点呈赤道面对称 。投影过程中, 二十个球面

三角面都将旋转到标准三角面的位置, 然后进行投

影 。α与 β的计算方程由式 ( 4)和式 ( 5)给出, Ci
(i=0, 1, …, 7)以及 η为常数, (x, y, z)为点旋

转到标准位置的坐标, SIGN为符号函数。

逆投影可以通过投影定义推出 。首先根据投影

定义求出 E和 F, 进而得到∠EOF以及∠EOG, 然

后得到 P点在球面三角模板的对应位置 Ps, 最后

将 Ps旋转到相应的球面位置, 从而得到球面坐标 。

其中各点关系如下:
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表 1　球内接正二十面体坐标

Table1　TheOrientationofthesphericalicosahedron

编号
顶点 0 顶点 1 顶点 2 中心点

经度 /° 纬度 /° 经度 /° 纬度 /° 经度 /° 纬度 /° 经度 /° 纬度 /°

0 0.0 90.0 0.0 26.565 72.0 26.565 36.0 52.623

1 0.0 90.0 72.0 26.565 144.0 26.565 108.0 52.623

2 0.0 90.0 144.0 26.565 216.0 26.565 180.0 52.623

3 0.0 90.0 216.0 26.565 288.0 26.565 -108.0 52.623

4 0.0 90.0 288.0 26.565 0.0 26.565 -36.0 52.623

5 36.0 -26.565 0.0 26.565 72.0 26.565 36.0 10.812

6 108.0 -26.565 72.0 26.565 144.0 26.565 108.0 10.812

7 180.0 -26.565 144.0 26.565 216.0 26.565 180.0 10.812

8 252.0 -26.565 216.0 26.565 288.0 26.565 -108.0 10.812

9 324.0 -26.565 288.0 26.565 0.0 26.565 -36.0 10.812

10 72.0 26.565 36.0 -26.565 108.0 -26.565 72.0 -10.812

11 144.0 26.565 108.0 -26.565 180.0 -26.565 144.0 -10.812

12 216.0 26.565 180.0 -26.565 252.0 -26.565 -144.0 -10.812

13 288.0 26.565 252.0 -26.565 324.0 -26.565 -72.0 -10.812

14 0.0 26.565 324.0 -26.565 36.0 -26.565 0.0 -10.812

15 0.0 -90.0 36.0 -26.565 108.0 -26.565 72.0 -52.623

16 0.0 -90.0 108.0 -26.565 180.0 -26.565 144.0 -52.623

17 0.0 -90.0 180.0 -26.565 252.0 -26.565 -144.0 -52.623

18 0.0 -90.0 252.0 -26.565 324.0 -26.565 -72.0 -52.623

19 0.0 -90.0 324.0 -26.565 36.0 -26.565 0.0 -52.623

E=A+(B-A)
sin(η-yη)

sin(η-yη) +sin(yη)
( 6)

Ps=E+(F-E)
sin(∠EOG)

sin(∠EOF-∠EOG) +sin(∠EOG)
( 7)

　　具体推导过程参见相关论文 (袁文等, 2004,

2005) , 图 2为正二十面体投影展开平面。

3　正二十面体剖分模型

在正十面体等角比例投影基础上, 可构建球面

正十面体剖分模型 (spheretrianglequadtreemodel

basedonEARPIcosaHedronprojection, 缩写 为

EARPIH)。

3.1　构建方法一

直接均匀剖分投影三角平面 (图 2) , 形成均分

三角网格, 然后通过逆投影公式将每个三角的顶点

以及边反算至球面。
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图 2　正二十面体等角比例投影展开平面

Fig.2　IcosahedronalEARPprojection

3.2　构建方法二

直接在球面上构建相应球面剖分模型, 采样方法

与 Sadourny相似。对于 n深度剖分进行如下处理:

(i)首先将正二十面体每个原始球面三角的两

个大圆弧 (AB和 AC)剖分成 2
n
相等部分,分别得到

2
n
-1个新的点 {p1, p2, …, p2n-1}和{q1, q2, …,

q2n-1};

(ii)用大圆弧分别连接 pi和 qi, 然后对该圆弧

进行 i等分, 得到 2
i
-1个新点, 其中 i∈ [ 1, 2

n
]

(当 i=2
n
+1时, 弧 piqi对应于 BC);

(iii)n深度剖分后, 每临近 3个点直接构成球

面剖分三角的三个顶点。球面三角的弧边由投影直

角三角格网的对应边界决定。

球心为 O的大圆弧 AB剖分为 k段。第 i个剖

分点 Pi可由下面公式得到:

C=A+(B-A)
sin(φ)

sin(φ) +sin(ν)

Pi=
C
CO

( 8)

式中 φ=
η
k
i, ν=η-φ, i∈ [ 1, k-1] 。

图 3为深度 n=0, 2, 4时的全球剖分格网

分布。

图 3　正二十面体球面剖分透视图

(a)n=0;(b) n=2;(c)n=4

Fig.3　EARPIHviewedorthographicallyatthreedepths

(a)n=0;(b)n=2;(c)n=4

4　剖分模型的基本性质

本剖分模型具有如下性质:

( 1)点在特征弧段的分布与在投影线段的分布

相一致, 比如特征弧段中点对应于投影线段的中

点, 在投影线段 τ处的点必对应于在特征弧段 τ处

的点。

( 2)结点在特征弧段以及 3个弧边上呈均匀分

布 。球面坐标与球面三角之间的坐标转换可以转换

为一个二维的离散均匀三角网的问题。可选择一个

单位等腰直角三角形作为投影三角, 其中 A′为 ( 0,
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1), B′( 0, 0) 和 C′( 1, 0), 并直接利用行列坐标

(column, row)来表示一个三角 。令剖分深度 n的

子三角边长为 u=
1

2
n, 根据曼哈顿距离 (Manhattan)

可知存在 P′与三角网格的关系如下:

　c=
x′+y′-u y′

u
-u x′

u
u

+2 x′
u

( 9)

r= y′
u

( 10)

式中 (c, r)为 P′在深度 n的三角网中的位置, [ a]

为取 a的整数部分的操作 。然后将行列坐标转换为

相应的编码, 行列坐标转换为编码参见 Yuan等

( 2004b) 。

( 3) 剖分模型结构为一个顶级为二十个结点

的树及非顶级剖分为四叉树的层次结构 。逐层分辨

率的分布如表 2。其中剖分深度为 13的单元边长分

辨率相当于 1km;深度 22的单元边长分辨率相当

于 2m, 面积分辨率相当于 1.5 km
2
;深度超过 30

的剖分边长分辨率 /面积分辨率都将小于 1cm/cm
2
。

若利用一个 64位长整型表示该剖分模型, 顶级编

码需要 5个比特 (即二十个面按 0, 1, …, 19编

码 ), 非顶级编码需 2个比特 (即 0, 1, 2, 3) , 则可

以表示最大深度为 29的所有剖分单元, 完全可满

足目前遥感影像所需要空间分辨率的需求。

表 2　EARPIH分辨率分布统计

Table2　ResolutionsofEARPIH

剖分深度 面片数目 有效比特位 面积分辨率 /m2 边长分辨率 /m 角度分辨率 /rad

1 8.0×10 2 6.39009867 ×1012 4.00750 ×106 6.2831853×10-1

2 3.20×102 4 1.59752467 ×1012 2.00375 ×106 3.1415927×10-1

3 1.280×103 6 3.9938117 ×1011 1.00188 ×106 1.5707963×10-1

4 5.120×103 8 9.984529 ×1010 5.0094 ×105 7.853982×10-2

5 2.0480×104 10 2.496132 ×1010 2.5047 ×105 3.926991×10-2

6 8.1920×104 12 6.24033 ×109 1.2523 ×105 1.963495×10-2

7 3.27680×105 14 1.56008 ×109 6.262 ×104 9.81748×10-3

8 1.310720×106 16 3.9002 ×108 3.131 ×104 4.90874×10-3

9 5.242880×106 18 9.751 ×107 1.565 ×104 2.45437×10-3

10 2.0971520×107 20 2.438 ×107 7.83 ×103 1.22718×10-3

11 8.3886080×107 22 6.09 ×106 3.91 ×103 6.1359×10-4

12 3.35544320×108 24 1.52 ×106 1.96 ×103 3.068×10-4

13 1.342177280×109 26 3.8087956 ×105 9.7839 ×102 1.534×10-4

14 5.368709120×109 28 9.521989 ×104 4.8920 ×102 7.6699×10-5

15 2.1474836480×1010 30 2.380497 ×104 2.4460 ×102 3.835×10-5

16 8.5899345920×1010 32 5.95124 ×103 1.2230 ×102 1.9175×10-6

17 3.43597×1011 34 1.48781 ×103 6.115 ×10 9.5874×10-6

18 1.37439×1012 36 3.7195 ×102 3.057×10 4.7937×10-6

19 5.49756×1012 38 9.299 ×10 1.529 ×10 2.3968×10-6

20 2.19902×1013 40 2.325 ×10 7.64 1.1984×10-6

21 8.79609×1013 42 5.81 3.82 5.9921×10-7

22 3.51844×1014 44 1.45 1.91 2.9961×10-7

23 1.40737×1015 46 3.63235 ×10-1 9.555 ×10-1 1.498×10-7

24 5.6295×1015 48 9.0809 ×10-2 4.777 ×10-1 7.4901 ×10-8

25 2.2518 ×1016 50 2.2702 ×10-2 2.389 ×10-1 3.7451 ×10-8

26 9.0072 ×1016 52 5.676 ×10-3 1.194 ×10-1 1.8725 ×10-8

27 3.60288 ×1017 54 1.419 ×10-3 5.97 ×10-2 9.3627 ×10-9

28 1.44115 ×1018 56 3.55 ×10-4 2.99 ×10-2 4.6813 ×10-9

29 5.76461 ×1018 58 8.9 ×10-5 1.49 ×10-2 2.3407 ×10-9

30 2.30584 ×1019 60 2.2 ×10-5 7.5 ×10-3 1.1703 ×10-9

31 9.22337 ×1019 62 6 ×10-6 3.7 ×10-3 5.8517 ×10-10
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5　剖分模型的几何性质比较

全球格网中只有原始球面三角能够保证严格的

等形状特性, 比如正八面体的球面剖分或者正二十

面体球面剖分, 其他任意深度的剖分将破坏等边性,

等面积性。因此只能尽量保证近似等边性以及近似

等面积性。由于全球网格模型构建方法种类繁多,

包括球面直接剖分 、球面弦剖分以及投影平面剖分等

方式, 难以直接进行投影方程的面积形变和角度形

变分析。因多数剖分的边界定义模糊, 计算复杂, 本

文将以剖分单元的 3个顶点为计算依据, 采用类似

Dutton的方法直接利用每个球面三角单元对应的平

面三角作为标准进行 QTM、ISEA、SQT和 EARPIH模

型的比较, 当剖分越深, 平面三角的弦边与球面三

角的弧边越接近, 球面三角也越接近平面三角。

5.1　球面三角剖分几何比较指标

球面三角剖分相对均匀性主要体现在剖分等

形状和等面积性 。其中等形状表现为剖分单元形状

的不变性 、边长相等性两个方面 。与传统的经纬度

剖分不同, 球面四分三角剖分模型不同剖分深度能

保证剖分的三角形不变, 即使在极点时。因此等形

状特性主要体现在球面三角等边特性上, 本文所选

择的指标包括:( 1)弦长的分布统计情况以及 ( 2)

紧凑度 。

弦长分布统计情况包括每个球面三角中最大

弦长 /最小弦长 、每剖分深度的平均弦长 、每剖分深

度中最大弦长 /最小弦长以及每深度中的弦长标准

方差 /平均弦长等指标 。三角最大弦长 /最小弦长用

于描述三角形内的最大边长与最小边长变异的幅

度, 当三角形为全等三角时, 该值为 1, 该值越接

近 1, 说明三角形越接近全等。每深度的最大弦长 /

最小弦长描述了整个剖分深度中弦长变化程度, 该

值越小越接近 1则整个剖分深度的弦长大小分布

越均匀 。而每深度中的弦长标准方差 /平均弦长表

示了弦长偏离程度。

紧凑度等于几何图形的周长与面积之比, 圆的紧

凑度最大, 三角形的紧凑度也在一定程度能反映三角

边长的分布情况。当三角的三边越接近, 紧凑度越大,

当三角形为全等时, 紧凑度达到最大 ( 6.928)。

面积分布情况主要选择了每深度的最大面积 /最

小面积, 每深度的平均面积, 以及每深度的面积标准

方差 /平均面积等指标。其中每深度的最大面积 /最小

面积越小以及每深度的面积标准方差 /平均面积越小,

表明剖分单元面积变化越小, 反之亦然。

5.2　比较分析

5.2.1　弦长的分布情况

EARPIH、SQT和 ISEA基于正二十面体, 三者的

平均弦长非常接近, 而 QTM基于正八面体, 平均弦长

明显大于前三者 (图 4(a) )。最大弦长 /最小弦长 、最大

三角最大弦长 /最小弦长以及弦长标准方差与平均弦

长比也反映了相似的问题 (图 4(b), (c), (d) )。SQT

的最大弦长 /最小弦长以及最大三角最大弦长 /最小弦

长最小说明了 SQT剖分每深度弦长变动幅度较小, 相

对均匀,子三角相对接近全等。EARPIH略微增大, 但

比 ISEA小。不同深度间, EARPIH、SQT和 ISEA的最

大弦长 /最小弦长以及最大三角最大弦长 /最小弦长略

微增长, 而 QTM相对增幅大。随着剖分深度加大,四

者增幅降低。EARPIH的弦长标准方差与平均弦长比

最小, 并且随着深度加大而略微降低。其他 3种先增

大后逐渐减少。

5.2.2　紧凑度

每深度最大紧凑度 /最小紧凑度大致也反映上

面的分布特征 (见图 4(e) ) 。为了便于比较, 本文

将平均紧凑度除以全等三角紧凑度得到归一化的

平均紧凑度, 如图 4 (f)。可以看出 SQT, EARPIH

等的紧凑度依次降低, 这进一步应征了弦长指标的

结论。平均紧凑度在 1— 3深度间降幅较大, 然后

平缓变化, 图 4(g)反映了紧凑度标准方差 /平均方

差的变化情况。

5.2.3　剖分单元的面积分布

4种剖分的每深度的最大面积 /最小面积如图

4(h) 。可以看出 EARPIH最小, 说明了它的面积变

动幅度最小, 面积分布较为均匀, 其次为 SQT,

QTM最大,平均面积的分布如同平均弦长。0— 4深

度中, 面积标准方差 /平均面积 EARPIH最小, 但

ISEA降幅趋势大以致在第 5深度以后, ISEA变为

最小 (图 4(j) ) 。
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图 4　四种剖分模型的几何特性统计图

(a) 平均弦长分布;(b) 最大弦长 /最小弦长分布;(c)最大三角最大弦长 /最小弦长分布;

(d) 弦长标准方差与平均弦长比分布;(e) 最大紧凑度 /最小紧凑度分布;(f) 归一化的平均紧凑度分布;

(g) 紧凑度标准方差 /平均方差分布;(h) 最大面积 /最小面积分布;(i) 平均面积的分布;(j) 面积标准方差 /平均面积

Fig.4　Graphsofthestatisticsoffourmodels

(a) Evenchord;(b) Maximumchord/minimumchord;(c) Maximumof(maximumchord/ minimumchord);

(d) STDEVof(chord/ evenchord);(e) Maximumcompactness/ minimumcompactness;(f) Normalizedevencompactness;

(g) STDEVof(compactness/evencompactness);(h) Maximumarea/ minimumarea;

(i) Evenarea;(j) STDEVof(area/ evenarea)
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　　总之, 由于基于正二十面体, EARPIH、SQT和

ISEA的剖分几何特性明显好于 QTM。从等边性来

说, SQT最好, 剖分单元的 3个弦最为接近,

EARPIH其次;等面积特性中, 前 4个深度 EARPIH

最好, 更深度 ISEA最好 (实际上 ISEA剖分模型是

等面积剖分模型,但因用平面三角面体代替实际球

面面积,所以数字计算结果表现为 1— 4剖分深度

中,等面积性不如 EARPIH)。与 SQT相比, 等面积

性好;与 ISEA相比, EARPIH的等边性好, 剖分边

界光顺, 而 ISEA的剖分边界 (图 5)和经纬圈等主

要球面曲线的投影存在严重扭曲, 同时 EARPIH的

方程式简单, ISEA的投影和逆投影方程无显式解,

需要利用复杂的数学计算方法, 计算量大且复杂 。

图 5　球面三角四叉树剖分正投影

(a)EARPIH;(b)ISEA, 每条边各有 8个采样点

Fig.5　Orthographicmapprojectionof

sphericaltrianglequadtree

(a) EARPIH;(b)ISEA, asthereare8samplesforeveryarc

6　结　论

在正二十面体等角比例投影基础上, 本文构建

了 EARPIH正二十面体球面剖分模型 。该剖分模型

有两种产生方法:一种是投影平面均分的三角格网

反投影到球面产生;第二种方法直接均匀剖分球面

特征弧段, 结点的几何意义明确, 但边界定义模

糊, 必须借助第一种方法解决 。

全球网格模型的空间几何均匀性直接与正多

面体的阶数相关, 阶数越大, 剖分越相对均匀, 如

基于正八面体的 QTM与基于正二十面体的

EARPIH, ISEA, SQT等模型相比, 等面积性和等边

性存在较大差异, 性能相对较差 。而后 3种剖分基

于正二十面体, 阶数最高, 有关指标相对接近。与

ISEA相比, EARPIH的主要优势在于计算相对简

单, 投影方程和逆投影方程具有显式解, 而 ISEA

计算复杂, 投影和逆投影转换只能通过数字计算方

式, 且 ISEA的剖分边界存在严重的扭曲。EARPIH

的等面积性好于 SQT。总之, 以等边性比较, SQT

最好, EARPIH好于 ISEA, QTM最差;在等面积性

方面, ISEA最好, EARPIH次之, SQT第三, QTM

最差;计算方法方面, QTM最简单, SQT与

EARPIH涉及三角函数, 计算复杂度接近, 而 ISEA

最为复杂。因此 EARPIH基本满足了设计标准, 三

个指标相对均衡 。
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